Calcule:

[_e = dr
0

a. Pelo método dos trapézioscomh =2, h=1eh =10,5.

& Esconder resposta

0 método dos trapézios € dado por:

[ 1) b~ B (5(a0) <25t -+ 2w 1) = Fla)

Alintegral do enunciadao é:

[_e “ dr

Comegando com h = 2, temos apenas um trapézio de tamanho 2. Substituindo na férmula do método:

ffe “de = o (flan) + flar)) =1+ (£(0) + £(2)) = 1,01831564
{If[ﬂ):e L |
[ £(2) =€ ¥ =0,01831564

Vamos agora realizar o método para h = 1; dessa vez, teremos 2 trapézios de tamanho 1, entdo, substituinde novamente na

férmula do método:

';r e’d:~§ £(0) = 2f(1) + £(2)) = 0,87703726
| ]

{fto —e ¥ =1

| F(1) =" =0,36787044

L2 ¥ _ 0,01831564

Por fim, precisamos realizar o processo mais uma vez, considerando b = (1, 5. Teremos, portante, 4 trapézios de tamanho
(1, 5. Colocando ne métado:

N Cléa(f{ﬂ) +2£(0.5) + 2(1) + 2f(1.5) + (2)) = 0, 88061863
f0) =" =

£(0,5) = e 05— 0, 77880078

f(1)=e ¥ =0,36787044

f(1.5) = e 15 =0, 10539922

f(2)=e ¥ =0,01831564

2 2
Resposta esperada: Parah = 2:] e * dr =~ 1,01831564; parah = l:f e dr == 0,877T03726 e parah = 0,5:
9 ] 0

f e % dz = 0, 88061863,
[1]



Calcule:

f-e = dz
]

b. Pelo método de Romberg usando as 3 estimativas do item a.

& Esconder resposta

Mo item a, encontramos as seguintes estimativas pelo método do trapézio:
h=2=1T,=1,01831564

h=1=T, =0,87T703756

Com esses dados, podemos utilizar a férmula do método de Romberg para refinar o valor da integral calculada pelo
método dos trapézios. A formula é dada por:

1 .
Ri; = Ry 1+m[ﬂﬁc.j 1 - Rpyja),parak=j,5+1....

Onde j representa a ordem de convergéncia do erro (quanto maior o j, mais rapido o erro tende a zero); e k representa o

indice da sequéncia, para um mesmo valor de j.

As integrais realizadas pelo método dos trapézios representam o nivel j = 1, tal gue o passo vale:
b—a
h= 9k-1

Vamos identificar quais integrais Ry, se referem s integrais pelo método do trapézio, Tj:
2.1
l.Parak =1,h = g1 1 = 2. Ou seja;

Hy; =T =1,01831564

2

ILParak =2,h = 92-1

= 1. 0Ou seja:

Rs; =Ty = 0,87703756

L Parak =3,h = 223 ]'D =0, 5. Ou seja:

Ry, =Tos = 0, 88061863

Com as respostas acima, podemos montar duas integrais para b = 2, e ficamos com:

1

Roa =Ror+ ;4

(R, — Bi1)

Rys = Hei + %[Rg_, Ry.) =0,87703756 + l{ﬂ.,E-?'Tr'ﬂS'?-SEi 1,01831564)

= Ho» = 0,820044587
A préxima integral é dada por:

1
B30 =Rai + i

I(Rs_ Ra,1)

R;p =3y + %[Ra__ Rs 1) = 0,88061863 + %(0.88061863 0,87703756)

= R3z = 0,88180038

Aintegral mais precisa que conseguimos com o método de Romberg e asintegrais acima € R 3, entdo aplicamos a mesma

equagdo:

Ry3 = Raz +

1
T 1(33.: Raz)

R33 = Haz + %[Ra_] Rag) = 0, 88180038 + 1—]5{0._8818[}038 0, 82904487)

R3; = 0,88525741

E essa é a resposta que encontramos com o método de Romberg.

Resposta esperada: Rz 3 = 0,88525741



Calcule:

2
.
fe’d:
0

& Esconder resposta

€. Pelo método de Simpson com h = 0, 5.

Aférmula de Simpson & dada por:

n n—1
5==g[fw}—4}:fh%1]+9}:fuﬂ}+f@)

k=1 k=1

0 enunciadeo nos pede para utilizar i = 0. 5. Entdo, precisamos calcular a fung3o nos pontos:
F(0)57(0,5) ;5 £(1)5 f(L.5) e F(2)
E aplicar na férmula. Encontrando os valores de f(z), temos:
fll)=e=1
£(0,5) = e %% = 0,77880078
f(1)=e ¥ =0,36797944
F(1,5) = e ¥ =0,10539922
F(2) = e =0,01831564
Colocando esses valores na férmula, temos:
_ 05

5= 3 (1+4-0, 77880078 +2-0,36797944 + 4 - 0,10539922 + 0, 01831564)

5 =10,88184575

Resposta esperada: § = 0, 8818



a. Determine A;, Ao, 43 e A, tal que:
p(1,5) = A1p(0) + Aop(1) + A3p(2) + Asp(3)

Qualquer que seja o polindmio p de grau menorouigual a 3.

& Esconder resposta

0 enunciado nos da o polindmio:
p(L.5) = Aip(0) + Aop(1) + A3p(2) + 44p(3)
E nos pede para determinar os pardmetros A; que satisfagam 2 eguacdo, sende pum polindmio de grau menor ouigual 3 3.

Assim, considere a seguinte tabela com osvaloresdex e flz):

x 0 1 2 3
fx) p(0) p(1) p(2) p(3)

Podemos utilizar o Polinémio Interpolador de Lagrange que utilize a tabela acima. Para um polindmio de grau 3, temos:
Bs(z) = f(zo) - Lolz) + flza) - Lifz) + flza) - Lal(z) + fizs) - Ls(z)

Do enunciado, temos que os valores de x s3o {0, 1,2, 3}. vamos encontrar os termos L;:

Lia = @-DE-2(-3) _(z- 1)z 2)z-3
(0 )0 3) 6
Li(z) = g';'ﬁ’ giﬁf ;}:{r}l;x ;tur._x 3)
Lg[m]:l:[\z EE HE; s']}:(w}br lggx 3)
Lyz) = E-0E D2 (@) 12

Compare de novo com a relagdo do enunciado:
p(L,5) = p(0)- A; +p(1)- Ay + p(2) - A3 + p(3) - Ay
Portanto, para valer essa igualdade, sendo que f(x) = p(z) (um polinémic), entio 4, = L, (z).

Para p(1, 5}, basta substituirz = 1, 5:

(1,5 1)(1,5 - 2)(1,5 - 3) _

Ay = Ly(L,5) = LA — 0,062
Ay = IL,(1,5) = (1,5){,5 EEHI 5-3) =0, 5625

A3 = Lo(1,5) = 100 21-”1 5= 3) _0,5605

oL (LIS 51}(1.5 IR

Resposta esperada: 4; = —0,0625, 42 = 0,5625, Ax = 0,5625e 4y = —0,0625,



T

b. seja f(z) = cos (E) e use 3 expressdo:

F(1.5) = A1 f(0) — Ao f(1) + Aaf(2) + 4. f(3)

Para estimar f(1.5) e delimite o erro cometido, de acordo com a estimativa do erre. Use o valor exato de f(1,5) apenas para

confirmar sua delimitacdo de erro.

Dado: Férmula de erro na interpolacdo polinomial:

(x—x)(z —=)...(z
(mn+1)!

IZZ*'.” Hzlﬂ}‘.l(. ‘f:n+'_:(:} ,

|E(z)| <

Para algum z no intervalo em guestio.

& Esconder resposta

Precisamos estimar o valor de f(1,5), onde f(z) = cos (%), através da expressdo:

fl1,5) = A f(0) + Aa f(1) + A3 f(2) + A f(3)
Mo item anterior, nds j4 obtivemos os valores dos A;, que s3o:
A = —0,0625; A = 0,5625; A3 =0,5625e Ay = —0,0625

Entdo 56 nos resta encontrar os valeres de f(z) da equacdo, assim:

Substituindo na férmula:
f(1.5)= 0,0625 -1+ 0,5625-0,9689 + 0,5625 - 0,8776 — 0,0625-0, 7317 =

= f(1,5) = 0,030425

Assim, chegamos em cos (%) = 0,930425 numericamente.

0 valor exato &: cos (%) =0, 930508.

Tendo tanto o valor encontrado pelo polindmio de Lagrangs quando o valor exato, podemos calcular o erro. Aférmula do

erro é dada por:

(1‘ xu)l:m[n j-l]]jp{:{" I—.”mar\: fli!—'||:-:]

|[E(z) < I



Mo nosse caso, n = 3, entdo precisamos encontrar a derivada de ordem 4 da funcdo f(z):

flz) =cos (j)

sin (%)
Fa=-,
cos {%)
fle)=-—
sin (%j
f(z) = -
' 4
_ cos (%
[tv]) —
Agora precisamos encontrar o valor méximo que f1*)(z) pode obter no nosso intervalo. Sendo = = 0, temos cos %] =1

Substituindo na férmula:

(z—zo)(z—a1)...(2— 24} 1
(n+1)! 256

E(z)| <

0Os demais termos s3o simples, uma vez que ja conhecemos todos. Substituindo:

o (L5015 1)(1L,5-2)(1,5-3) 1
E(z)| < B 756

E{z) < 0,0000015527

1.5
Resposta esperada: cos ( :i ) =0,930425 e |E(z)| < 0,0000015527



Considere a equacdo diferencial:

z"(t) + tz'(t) + 2(t) = 0;
z(0)=1;
'(0)

]
=]

Cuja solucdo analiticaéz(t) = e .

a. Use o método de Euler com passo h = 0,5 para calcular uma aproximag3o para x(1) (escreva 3 equagdo como um

& Esconder resposta

Para esse exercicio, precisamos encontrar uma aproximagdo de :r[l} para a seguinte equacdo:

sistema de primeira ordem).

" (t) +tz'(t) — 2(t) =0
Usaremaos o método de Euler, com h = 0, 5.

Messe caso, temos uma equacao de segunda ordem, que junto das condigdes iniciais podemos escrever em um sistema:

2"(t) + tz'(£) + 2(t) = 0
2(0)=1 e 2'(0) =0

Vamos comegar transformando essa equagao em um sistema de duas equagoes de primeira ordem, fazendo:

Substituindo essas condicdes na equacaa original, temos:

y+ty+z=0=y'=-ty-=z

=y
y=-ty =z

z(0)=1
y(0) =10

Vamos agora aplicar o método de Euler, que é dado por:

Entdo nossas equacdes sdo:

Dessa forma, nossas condicdes iniciais se tornam:

Liy1 = & + h- F‘I{-ri': yl'-f:')
Yirt =¥ +h-Fo(zi,yi.ti)

Filz;,u

ol 'R |

Onde, no nosso caso: F(r,y,t) = ( = ( hy - ) pela mudanga de varidvel que realizamos.

Vamaos comeqar o pracesso do método, lembrando que h = 0,5, Além disso, como z(t =0) = Lentiofy = Oexg = L.
Sabemos também que y(0) = 0, entdo yy = (. Substituindo:

z(0,5) =z =z0+ 0,5 F1(1,0,0)
y(ﬂ.ﬁ}:ylzy”—ﬂ.S'F-I‘l|||
z(0,5) =2y =1+0.5-0 _ =1
y(0,5) =y =0+0,5.-(-0-0 1) |p=-05

Paraza préxima iterac_;ﬁo, temos:

z{l) =29 =1+0,5-(-0.5) L JE=0.7
y(1)=ge=-0,5+0,5-(0,5-(05) 1)

Dessa forma, chegamos que z(1) = x2 = 0,75,

Resposta esperada:z(1) = 0,75



Considere a equacdo diferencial:

Cuja solucdoanaliticaéx(t) =e T,

b. Escolha um método de ordem 2 com b = 1 & compare com o resultado obtide no item anterior.

& Esconder resposta

Para esse item, vamos utilizar o método de Euler Modificado com Ponto Médio com h = (0, 5.

Mo item a, encontramos o seguinte sistema:

B +hhﬂ(?i'?:‘:#"} i Flz,y.t) = ( fy )
Yien = Ui + h- Fa(z, 0, 15) y—=

Sendo as condigdes iniciaisiyp = Dizg = 1ety = 0.
Fara 0 nosso método, precisamos encontrar i que € dado por:

K; = Fizo,yo,t0)

Que &, portanta:

- U e _f 00
B = ( tayo — o )_ e |-._ 1 )

Agora, vamos prosseguir até o ponto médio, utilizandao osvalores de 1 :

Substituindo, temos:

]
=]
Il
—

e et et et e,
L~
=3
Il
=
+
—
—
Il
—,
=
—
=
Il
ra| =

Uma vez que temos os valores no ponta médio, pademos calcular o valor de Ky utilizando esse ponto, lembrandao que
tye=1/2:

- Y19 _.‘—_. ].2)
f‘ﬂ‘( by 280 r]g)“"”‘(\ 34

1‘-\_’0 = F[:I 2.4 Qet] ﬂ]



Agora basta voltarmos ao ponto inicial 2 calcularmos os termos seguintes com Ko (utilizando o passo inteiro, pois estamos
indode ) até 1):

['1‘] =z0+ h{Ko)y
(o =w +R(E2)
Mais uma vez substituindo, temos:
1
{ LS (=08
—y

I P = 0,75
€2 =0+1{ -,

Utilizando um método de ardem 2, chegamos em: z(1) = 0.5,

Utilizando a solucdo analitica z(t) = e T, temos:
z(1)=e 7 = 0,60652
0 resultade obtido pelo método de Euler foi: (1) = 0, 74,

Assim, note que o método de ordem 2 & mais preciso, pois se aproxima mais da solugdo real mesmo com um intervale maior
(h=1)

Resposta esperada: (1) = 0,5; 0 método é mais preciso que o anterior de ordem 1.



Um tangue de petroleo esférico possui raio de 1 m. Determine o nivel de petréleo h (com erro menor que 1 mm) tal que o
tangue fique com 1/3 do seu volume maximo. Utilize 0 método de Newton e justifique a convergéncia do método.

& Esconder resposta

Este & um exercicio que utiliza o Método de Newton. Para usi-lo, precisamos modelar o problema, verificar a
convergéncia do método, observar se a fun¢3o ¢ tem convergéncia oscilante ou monétona (em caso de erro pré-fixado) e

realizar as iteracdes.

Vamos comegar medelando o problema. Temos um tangue de petroleo esférico de raio 1 m. Calculando o volume da esfera,
temos:

v

mar

= %Tr:‘ = V.. =4, 188780 m?

Queremos definir a altura do nivel de petréleo para quando o volume € 1,3 do seu maximo, ou seja:

- _ 4,188789

o 3
5 3 =V =1,396263 m

Como a esfera toda n3o serd preenchida, precisaremos encontrar o volume de uma calota esférica dentro da esfera inteira.
Colocando em uma imagem, temos:

-

Para encontrar o valume da calota esférica, vamos utilizar integrais para descrever somente a calota e n3o toda a esfera.
Paraisso, podemos estabelecer limites de integragdoindoder — hatér.

Podemos rotacionar a imagem, a fim de facilitar a visualizagdo:

-

Considere um ponto P = (z. y) em uma circunferéncia de raio r, expressa por:
] L g
2?4y = 2

Isolando a varidvel y:

Agora vamos supor que cada circunferéncia € um cilindro com espessura infinitesimal dr e de raio y, sendo que y varia de
acordo com a posi¢do h:



dx
0 volume desse cilindo € dado por Viing. = A& - i; que, nas nossas variaveis, fica:
V;'i'n'indro =Ty - dr

O volume da calota esférica nada mais € do que a soma desses cilindros infinitesimais, de r — h até r. Ou seja:

V:f Tytdz
r—h

Trocando a varidvel y de acorde com a fungde da circunferéncia e tirando as constantes da integral:

r " 0 :j-
F:ﬂ-/rh( rl $3) dx

Agora basta resolver essa integral:

Realizando a integral de polindmio:

Substituindo os limites de integragdo:

Chegamaos ao volume! Basta agora simplificar para deixar a express3o mais amigavel. Fazendo isso:

3 3 9 a2 13
V=T[(T3 %j (*.r'3 2p T 3rh33rh h)]:b

. Ird 8 R ) I . TR R P L
=V=n|[ZTo— =
(=) ( ; )
= V=, 2030 134 3k B =
=V = [3rh*— ] =

=V = ;:'rhg{}r h)

;ﬂhg{ﬁr h).

Assim, obtemos o volume dado por: V =



Podemos substituir V = 1, 396263 m® e r = 1 m e teremos:

3
1,306263 = rh? %

Rearranjando os termos:

flh) = % B - wh? - 1,306263 =0

Essa € a funcdo cuja raizll queremos encontrar através do método de Newton.

Primeiramente, precisamos encontrar um intervalo onde haja uma raiz. 1sso é feito através do TVI, ou seja, precisamos
encontrarvalores a e b de farma que:

55

fla)- f(b) =10
Sendoa=0,2eb=10,09, temos:

fl0,2) = 0,2% +7-0,22 - 1,306263 = £(0,2) = —1,278077

3
£(0,9) = % 20,0 £ 70,07 1,306263 = £(0,9) = 0, 385020

Assim, temos que no intervalo [0, 2:0,9) hd uma raiz, pois f(0,2) - £(0,9) = 0.

Precisamos analisar a convergéncia. Para isso, precisamos seguir alguns passos:

I. Precisamos garantir que f'(f) e f(f) 5o continuas no intervalo escolhido;

Il Depois, devemos verificar gue as derivadas f'(t) e f"(t) sejam diferentes de zero no intervalo;
111, Se as condigbes 1 e Il forem verificadas, a convergéncia ocorre para valores de tp tais que:

b= {a, raso ¢la) ¢ [a,b]

b, caso contrdario
As derivadas de primeira 2 segunda ordem da fungdo s3o:
f'(h) = —7wh? + 2xh
F'(h) = -2wh+ 2n
Asduas funcdos s3o polindnios, e portanto continuas em tedo o seu dominio. A condicdo 1. esté satisfeita.

Agora precisamos verificar as derivadas para garantir que elas ndo 530 nulas dentro do intervalo que definimos. Comegando

pela primeira derivada:
fiilh)= mh?+2zh =10
Colocando h em evidé&ncia:
h{-mh+2m) =10
Assim, chegamos que as raizes s3o:

h=0&h=2



0z dois valores estdo fora do intervalo.
Agora, para a segunda derivada:
f'hy=-2rh+ 27 =10
Isolando h, chegamos na raiz:
h=1

0 valor que zera a segunda derivada também esta fora do intervalo e entio a condigdo Il esta satisfeita. A condicio |
também & satisfeita, pois as derivadas s3o continuas para qualguer valor real de h.

Agora, para definir o chute inicial, basta fazer:

-h% 4+ 7h? — 1,396263
wh? + 2rh

wa| =

i flh) oy _
8(h) = h— o= 6(h) = h

Parah=10,2:

%-n,euﬁ[ﬂ.e}? 1,306263

$(0,2) = 0,2 (0.9 +27(0.2) =1,330864

Como 1,330864 ¢ [0,2;0,9], o valor do chute inicial serd kg = 0, 0.

Precisamos montar a tabela do método para realizar algumas iterag@es e verificar se a sequéncia é monétona ou oscilante.
Para isso, realizaremos algumas iteragbes:

n h, f(hy) f'(hy) ¢ (hy)

0 09 0,38502 3110177 | 0,77620638
1| 0776206 0,006801 2,98425 | 0773927381
2 | 0773927 3,66E-06 298103 | 0,773926151
3 | 0773926 1,07E-12 2,981028 | 0,773926151

Como os valores de ¢ (h, ) s3o sempre decrescentes, concluimos que essa é uma sequéncia monédtona decrescente. Dessa
forma, temos que iterar até que & (h,, — 28) = h,, — 24. Nossa sclucdo aproximada vai serdadaporh = h, — d,sendod o
erro.

O exercicio estipulou um erro de 1 mm, que nos d3 107 m.

Como a sequéncia é mondtona decrescente, nossa nova iteragao &:

, . . hy, — 2§
@ (hn — 20) = hpiy = (hn — 24) _;{{h 2.5])
Aszsim, montamos uma nova tabela, agora com esse formato:
hn hn — 26 f(hn - 26) f’(hﬂ — 26) d’(hn - 25)
09 0,898 0,378801 3,108908 0,7761563

0,776156

W N = e s




Lembrando que o (b, — 28) = k.. Preenchendoe a tabela até a terceira iterac3o, temos:
n h, h, — 28 | f(h, —28) | f'(h, — 28) |¢(h, — 28)
0 0,9 0,898 0,378801 3,108908 | 07761563
1| 0776156 0,774156 0,000686 2981354 0,7739262
2| 0773926 0,771926 -0,00596 2978174 0,7739271
3| 0773927

O critério de parada ocorre na linha 2, pois @ (h, — 24) = h, — 24.

Poderiamos ter analisado também o sinal de f (h, — 24). Perceba que ele foi positive até a linha 2, a partir de onde se torna

negativo; logo, essa € a linha que nos garante a precisdo desejada.
Assi, temos que by, = 0, TT3026. A solugdo final serd:

hoah, 6= h=0773026 - 0,001
=k =0,772026 m

Resposta esperadat h = 0, 772026 m



